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Â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì èçó÷àòü ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ
èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà Hαp (R
n) â ïðîñòðàíñòâî H−αp (R
n), 1 <
p < ∞. Íàøà ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè Äæ. . Áàêà è
À. À. Øêàëèêîâà [1℄ î ìóëüòèïëèêàòîðàõ èç ïðîñòðàíñòâà Hαp â äóàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî H−αp , ãäå p è p
′
 ñîïðÿæåííûå ïî åëüäåðó ÷èñëà ò.å 1/p +
1/p′ = 1.
Ìû ïîëó÷èì òî÷íîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hαp (R
n)
â H−αp (R
n) (ìû îáîçíà÷àåì åãî ÷åðåç Mαp ) ïðè óñëîâèè α > min(n/p, n/p
′). Â
ñëó÷àå α ≤ min(n/p, n/p′) áóäóò ïîëó÷åíû òåîðåìû âëîæåíèÿ ñîáîëåâñêèõ
ïðîñòðàíñòâ ñ íåãàòèâíûìè èíäåêñàìè ãëàäêîñòè â ïðîñòðàíñòâà Mαp
(äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êMαp ). Äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ èç
ïðèâîäèìûõ íèæå óòâåðæäåíèé ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâà
èç [1℄, íî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû èõ ïðèâîäèì.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
Hαp,loc(R
n) =
{
v ∈ D′ : v(x)ϕ(x) ∈ Hαp ∀ϕ ∈ D
}
,
ãäå D′  ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé íà D. Ôóíêöèþ µ(x) ∈ H−αp,loc íàçîâåì
ìóëüòèïëèêàòîðîì èç Hαp â H
−α
p , åñëè
‖µ(x)ϕ(x)‖−α,p ≤ C‖ϕ‖α,p ∀ϕ ∈ D, (1)
ãäå ÷åðåç C îáîçíà÷àåòñÿ (çäåñü è â äàëüíåéøåì) êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò
ϕ ∈ D.
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Â ýòîì îïðåäåëåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕ ∈ D (âìåñòî ϕ ∈ Hαp ),
ïîñêîëüêó ïðè µ(x) ∈ H−αp,loc ïðîèçâåäåíèå µ(x)ϕ(x) îïðåäåëåíî â D
′
ëèøü
äëÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ϕ. Îäíàêî D ïëîòíî â Hαp , ïîýòîìó èç îöåíêè (1)
äëÿ ϕ ∈ D ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà óíêöèþ µ(x) ìîæåò
áûòü ïðîäîëæåí íà âñå ïðîñòðàíñòâî Hαp êàê îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç
Hαp â H
−α
p . Î÷åâèäíî, óíêöèè µ(x), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó (1),
îáðàçóþò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç M [Hαp →
H−αp ], èëè áîëåå êðàòêî M
α
p . Íîðìà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ êàê
‖µ‖Mαp = inf C,
ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì êîíñòàíòàì C, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî (1).
Îòìåòèì ñëåäóþùèé àêò.
Ïðåäëîæåíèå 1 Ïðîñòðàíñòâà Mαp è M
α
p′ èçîìîðíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íîðìó â ïðîñòðàíñòâå H−αp ìîæíî îïðåäåëèòü
ðàâåíñòâîì
‖f‖−α,p = sup
ψ∈Hα
p′
|(f, ψ)|
‖ψ‖α,p′
,
òî îöåíêó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
|(µ(x)ϕ(x), ψ(x))| ≤ C‖ϕ‖α,p‖ψ‖α,p′ ∀ϕ, ψ ∈ D
(çäåñü ìû òàêæå ó÷èòûâàåì, ÷òî D ïëîòíî â Hαp′). Â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
óíêöèè ψ è ψ âõîäÿò ñèììåòðè÷íî, îòêóäà ñëåäóåò íàøå óòâåðæäåíèå. 
Òåïåðü çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: äëÿ êàêèõ èíäåêñîâ γ ≤ α, r ≥ 1 èìååò ìåñòî
íåïðåðûâíîå âëîæåíèå ñ îöåíêîé íîðìû
H−γr ⊂M [H
α
p → H
−α
p ], ‖µ‖Mαp ≤ C‖µ‖−γ,r? (2)
Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2 Âëîæåíèå (2) ñ îöåíêîé íîðì èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà
‖ϕ(x)ψ(x)‖γ,r′ ≤ C‖ϕ‖α,p‖ψ‖α,p′ ∀ϕ, ψ ∈ D, (3)
ãäå ÷èñëî 1 ≤ r′ ≤ ∞ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ 1/r + 1/r′ = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (Ñð. [1℄). Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü µ(x) ∈ H−γr è
âûïîëíåíà îöåíêà (3). Òîãäà äëÿ âñåõ ϕ, ψ ∈ D èìååì
‖µϕ‖−α,p = sup
06=ψ∈Hα
p′
|(µϕ, ψ)|
‖ψ‖α,p′
= sup
06=ψ∈Hα
p′
|(µ, ϕψ)|
‖ψ‖α,p′
≤ sup
06=ψ∈Hα
p′
‖µ‖−γ,r‖ϕψ‖γ,r′
‖ψ‖α,p′
≤ C‖µ‖−γ,r‖ϕ‖α,p,
ãäå êîíñòàíòà C òà æå, ÷òî è â (3). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì µ ∈ Mαp è
‖µ‖Mα
p
≤ C‖µ‖−γ,r.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå (2) ñ îöåíêîé íîðì. Òîãäà
äëÿ ϕ, ψ ∈ D âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
‖ϕψ‖γ,r′ = sup
f∈H−γr
|(f, ϕψ)|
‖f‖−γ,r
≤ sup
µ∈Mαp
|(µϕ, ψ)|
C−1‖µ‖Mαp
≤ sup
µ∈Mα
p
‖µϕ‖−α,p‖ψ‖α,p′
C−1‖µ‖Mα
p
≤ C‖ϕ‖α,p‖ψ‖α,p′,
ïðè÷åì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìû èñïîëüçîâàëè îöåíêó (1)
ñ C = ‖µ‖Mαp . Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíà îöåíêà (3), è äîêàçàòåëüñòâî
çàâåðøåíî. 
Âûáåðåì íåîòðèöàòåëüíóþ óíêöèþ η(x) ∈ D òàêóþ, ÷òî η(x) ≡ 1 ïðè
|x| ≤ 1. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Hαp,unif (ñì. [2, ï. 1.3.1℄), ñîñòîÿùåå èç óíêöèé
u(x) ∈ Hαp,loc òàêèõ, ÷òî
‖u‖α,p,unif := sup
z∈Rn
‖η(x− z)u(x)‖α,p <∞.
Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Hαp,unif çàâèñèò îò âûáîðà íåîòðèöàòåëüíîé ïðîáíîé
óíêöèè η(x), íî äëÿ âñåõ òàêèõ óíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû
ýêâèâàëåíòíû. Èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî èìåþò ìåñòî íåïðåðûâíûå
âëîæåíèÿ Hαp ⊂ H
α
p,unif è H
α
p,unif ⊂ H
α
q,unif ïðè p > q.
Åñëè µ(x) ∈Mαp , òî è η(x)µ(x) ∈M
α
p . Ââåäåì íîâóþ íîðìó â M
α
p :
|||µ|||Mα
p
= sup
z∈Rn
‖η(x− z)µ(x)‖Mα
p
.
Ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà èçâåñòíà äëÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ñîáîëåâñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè (ñì. [2, ï. 2.1.3℄). Çäåñü
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû èñïîëüçóåì èäåþ èç ñòàòüè Äæ.-. Áàêà è
À. À. Øêàëèêîâà [1℄.
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Òåîðåìà 3 Íîðìû ||| · ||| è ‖ · ‖ â Mαp ýêâèâàëåíòíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. (Ñì. [1℄). Íåðàâåíñòâî
|||µ|||Mα
p
≤ C‖µ‖Mα
p
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîé îöåíêè íàì
ïîòðåáóåòñÿ èçâåñòíàÿ ëåììà î ðàçáèåíèè åäèíèöû (ñì., íàïðèìåð, [3,
1.4℄). Ñîãëàñíî ýòîé ëåììå, ñóùåñòâóåò íàáîð óíêöèé {χj(x)}
∞
j=1,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1. χj(x) ∈ D, 0 ≤ χj(x) ≤ 1 è
∑∞
j=1 χj(x) ≡ 1;
2. íîñèòåëè óíêöèé χj ñîäåðæàòñÿ â øàðàõ ðàäèóñà 1 (ñ ðàçëè÷íûìè
öåíòðàìè); ïðè ýòîì ëþáàÿ èêñèðîâàííàÿ òî÷êà x ∈ Rn ïîêðûâàåòñÿ
íîñèòåëÿìè íå áîëåå ÷åì N óíêöèé (ò.å χj(x) 6= 0 íå áîëåå ÷åì äëÿ N
óíêöèé è N íå çàâèñèò îò x);
3. |Dℓχj(x)| ≤ C, ãäå C çàâèñèò ëèøü îò ìóëüòèèíäåêñà ℓ = (ℓ1, . . . , ℓn).
Ïóñòü ñåìåéñòâî {χj}
∞
1 îáëàäàåò ýòèìè ñâîéñòâàìè. Òîãäà
∞∑
j=1
‖ϕχj‖α,p ≤ C‖ϕ‖α,p, ϕ ∈ D,
ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò α, p è îò âûáîðà {χj}
∞
1 . Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ j
íîñèòåëü χj ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà 1, à η(x) = 1 ïðè |x| ≤ 1, òî
ñóùåñòâóþò zj ∈ R
n
òàêèå, ÷òî χj(x) = η(x − zj)χj(x). Îáîçíà÷àÿ ϕj(x) =
χj(x)ϕ(x) äëÿ ϕ ∈ D, ïîëó÷àåì
‖µϕ‖−α,p′ =
∥∥∥∥
∞∑
j=1
η(x− zj)µ(x)ϕj(x)
∥∥∥∥
−α,p′
≤
≤ |||µ|||Mαp
∞∑
j=1
‖ϕj‖α,p ≤ C|||µ|||Mαp ‖ϕ‖α,p.
Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
‖µ‖Mαp ≤ C|||µ|||Mαp .
Òåîðåìà äîêàçàíà. 
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå pˆ = max{p, p′}. Òîãäà Hαpˆ,unif = H
α
p,unif ∩H
α
p′,unif .
4
Òåîðåìà 4 Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1. Äëÿ âñåõ α ≥ 0 è p ≥ 1 ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ ñ îöåíêàìè íîðì
Mαp ⊂ H
−α
pˆ,unif , ‖µ‖−α,pˆ,unif ≤ C‖µ‖Mαp ; (4)
2. Âëîæåíèå ñ îöåíêîé íîðì
H−γr,unif ⊂M
α
p , ‖µ‖Mαp ≤ C‖µ‖−γ,r,unif (5)
ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè µ(x) ∈Mαp è η(x)  ãëàäêàÿ ñðåçàþùàÿ óíêöèÿ, òî
‖µ(x)η(x− z)‖−α,p ≤ ‖µ‖Mα
p
‖η(x− z)‖α,p = ‖µ‖Mα
p
‖η(x)‖α,p = C‖µ‖Mα
p
,
ãäå C = ‖η(x)‖α,p íå çàâèñèò îò z. Ïîýòîìó µ ∈ H
−α
p,unif , è âåðíà îöåíêà (4).
Ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 1, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì µ ∈ H−αp′,unif .
Âòîðîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåì 2 è 3. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2 è âëîæåíèþ H−αr ⊂ H
−α
r,unif , îöåíêà (5) âëå÷åò (3). Îáðàòíî, åñëè
âûïîëíåíà îöåíêà (3) è µ ∈ H−γr,unif , òî µ(x)η(x− z) ∈ H
−γ
r ⊂ M
α
p è
‖µ(x)η(x− z)‖Mαp ≤ C‖µ(x)η(x− z)‖−γ,r.
Òàêèì îáðàçîì, |||µ|||Mα
p
≤ C‖µ‖−γ,r,unif, è (5) âûòåêàåò èç òåîðåìû 3. Òåîðåìà
äîêàçàíà. 
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñòðèõàðäñà (ñì. [4℄ èëè [2, ï. 2.2.9℄), ïðîñòðàíñòâî
ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hαp → H
α
p ] ñîâïàäàåò ñ H
α
p,unif , åñëè âûïîëåíî óñëîâèå
α > n/p. Ïîëó÷åííîå íèæå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì ýòîé
òåîðåìû äëÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â äóàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Òåîðåìà 5 Ïóñòü α > n/pˆ. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà M [Hαp → H
−α
p ] è H
−α
pˆ,unif
ñîâïàäàþò, è íîðìû â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ýêâèâàëåíòíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâà Mαp è M
α
p′ èçîìîðíû,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé pˆ = p ≥ 2. Âëîæåíèå Mαp ⊂ H
−α
p,unif ñ îöåíêîé
íîðì äëÿ âñåõ α ≥ 0 è p ≥ 1 äîêàçàíî â òåîðåìå 4. ×òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 4, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî (3) ïðè γ = α è r′ = p.
àçáåðåì îòäåëüíî 3 ñëó÷àÿ:
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1. α > n/p′. Â ýòîì ñëó÷àå M [Hαp′ → H
α
p′] ñîâïàäàåò ñ H
α
p′,unif (ñì. [2,  1.7℄),
ñëåäîâàòåëüíî,
‖ϕψ‖α,p′ ≤ ‖ϕ‖α,p′,unif‖ψ‖α,p′.
Íî ‖ϕ‖α,p′,unif ≤ C‖ϕ‖α,p ïðè p ≥ p
′
, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (3)
âûïîëíÿåòñÿ.
2. α < n/p′. Èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå (ñì. [2,  2.3.1℄)
Hαn/α,unif ∩ L∞ ⊂M [H
α
p′ → H
α
p′].
Ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà, Hαp ⊂ L∞ ïðè α > n/p, à
ñïðàâåäëèâîñòü âëîæåíèÿ Hαp ⊂ H
α
n/α,unif ïðè p > n/α áûëà îòìå÷åíà
âûøå. Ïîýòîìó ‖ϕ‖M [Hα
p′
→Hα
p′
] ≤ ‖ϕ‖∞ + ‖ϕ‖α,n/α,unif ≤ C‖ϕ‖α,p, è
îöåíêà (3) òàêæå âûïîëíåíà.
3. α = n/p′. Çäåñü íåðàâåíñòâî (3) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðèìåíåíèåì
ïîëèëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû (ñì., íàïðèìåð, [5,  4.4℄) ïî
ïàðàìåòðó α ê ïðåäûäóùèì äâóì ñëó÷àÿì.
Òåîðåìà äîêàçàíà. 
Â ñëó÷àå α ≤ n/pˆ äàòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâàMαp â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà óæå íåâîçìîæíî. Ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé ìóëüòèïëèêàòîðîâ
â ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè ãëàäêîñòè,
òàêîå îïèñàíèå ìîæíî ïðîâåñòè â òåðìèíàõ åìêîñòè, õîòÿ ýòî òðåáóåò
äîïîëíèòåëüíîé ñåðüåçíîé ðàáîòû (ñì ðåçóëüòàòû Âåðáèöêîãî â [2℄). Îäíàêî
ïðîâåðêà óñëîâèé â òåðìèíàõ åìêîñòåé òðóäíî îñóùåñòâèìà, ïîýòîìó
ïîëåçíî èìåòü ýåêòèâíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè óíêöèé
ðàññìàòðèâàåìûì ïðîñòðàíñòâàì ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Íàì óäàëîñü íàéòè
òî÷íûå óñëîâèÿ íà èíäåêñû γ è r, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå
H−γr,unif ⊂M
α
p âìåñòå ñ îöåíêîé íîðì. Çäåñü ìû ïðèâåäåì äâå òåîðåìû òàêîãî
òèïà. åçóëüòàò ïåðâîé èç íèõ âàæåí ëèøü ïðè α = n/p, ïîñêîëüêó ïðè
α < n/p áîëåå òî÷íîå óòâåðæäåíèå äàåò âòîðàÿ èç ýòèõ òåîðåì.
Òåîðåìà 6 Ïóñòü α ≤ n/p. Òîãäà ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå H−γr,unif ⊂ M
α
p
âìåñòå ñ îöåíêîé íîðì, åñëè ÷èñëà γ è r ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì
γ ≤ α è r > max{1,
n
2α− γ
}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå ïðè γ = α.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîêàçàíî âëîæåíèå Hαr1 ⊂ M
α
p âìåñòå
ñ îöåíêîé íîðì ïðè r1 > n/α. Â ñèëó òåîðåìû Ñîáîëåâà, H
−γ
r ⊂ H
−α
r1 ,
åñëè α − γ = n/r − n/r1 ≥ 0 è r > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, H
γ
r ⊂ M
α
p , åñëè
r =
r1
(1 + r1(α− γ)/n)
, ò.å åñëè r > n/(2α− γ).
Èòàê, ïóñòü γ = α. Ïîëîæèì ν = n/p + ε, ε > 0, è çàïèøåì ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà:
‖ϕψ‖ν,p′ ≤ C‖ϕ‖ν,p‖ψ‖ν,p′, ‖ϕψ‖0,1 ≤ ‖ϕ‖0,p‖ψ‖0,p′.
Ïåðâîå èç íèõ äîêàçàíî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå (äëÿ ν > n/p), à âòîðîå
åñòü îáû÷íîå íåðàâåíñòâî ¸ëüäåðà. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ïîëèëèíåéíóþ
èíòåðîëÿöèîííóþ òåîðåìó (ñì., íàïðèìåð, [5,  4.4℄), ìû ïðèõîäèì ê
íåðàâåíñòâó
‖ϕψ‖α,s ≤ C‖ϕ‖α,p‖ψ‖α,p′
äëÿ
0 ≤ α ≤ ν, s =
n+ pε
n+ pε− α
, s′ =
n + pε
α
.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî âûáðàòü ε òàêèì, ÷òîáû s′ = r, à çàòåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìàìè 2 è 4. 
Â ñëó÷àå α = n/p ðåçóëüòàò íåëüçÿ óëó÷øèòü, çàìåíèâ íåðàâåíñòâî
äëÿ r íà ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî (ò.å ïîëîæèòü ε = 0). Îäíàêî ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ïðè α < n/p. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî àêòà òðåáóåò áîëåå
ãëóáîêîãî àíàëèçà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè öåëîì α äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî
ïðîâåñòè çíà÷èòåëüíî ïðîùå (ñì. [6℄).
Òåîðåìà 7 Ïóñòü p > 1 è α < n/p. Òîãäà ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå H−γr,unif ⊂
Mαp âìåñòå ñ îöåíêîé íîðì, åñëè ÷èñëà γ, r ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì
γ ≤ α è r ≥
n
2α− γ
, r > 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
ñëó÷àåì γ = α, ïðè÷åì óòâåðæäåíèå íóæíî äîêàçàòü òîëüêî äëÿ r = n/α.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 4, íóæíî äîêàçàòü îöåíêó
‖ϕψ‖α,s ≤ C‖ϕ‖α,p‖ψ‖α,p′ ∀ϕ, ψ ∈ D, (6)
ãäå s = n/(n − α) > 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé îöåíêè ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, ðàçâèòûå â ñòàòüå Ïîëêèíãà [7℄.
7
àññìîòðèì íåëèíåéíûé îïåðàòîð
Dηρ,qu(x) =
∫ ∞
0
(∫
B1
|u(x+ ξy)− u(x)|ρ dy
)q/ρ
ξ−1−ηq dξ,
ãäå η > 0, ρ ≥ 1, q ≥ 2. Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ,
äîêàçàííûå â ðàáîòàõ Ïîëêèíãà [7℄ è Ñòðèõàðäñà [4℄.
Ïðåäëîæåíèå A (ñì. [7℄). Ïóñòü 0 < γ < 1, 1 ≤ ρ ≤ q, 2 ≤ q < ∞,
r > max{1, nρ/(n+ γρ)}. Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
‖Dγρ,qu(x)‖0,r ≤ C‖u(x)‖γ,r, u ∈ H
η
r ,
ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò γ, ρ, q, r, n, íî íå çàâèñèò îò u(x).
Ïðåäëîæåíèå B (ñì. [7℄). Ïóñòü 1/ρ1 + 1/ρ2 = 1/ρ, 1/q1 + 1/q2 = 1/q è
η1 + η2 = η. Òîãäà äëÿ âñåõ u ∈ Lρ1,loc è v ∈ Lρ2,loc âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|Dηρ,q(uv)(x)| ≤ |u(x)D
η
ρ,qv(x)|+ |v(x)D
η
ρ,qu(x)|+ |D
η1
ρ1,q1u(x)D
η2
ρ2,q2v(x)|.
Ïðåäëîæåíèå C (ñì. [7, 4℄). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
‖v‖η,p ≍ ‖D
η
1,2v‖0,p + ‖v‖0,p, p ≥ 1, η > 0, v(x) ∈ H
η
p ,
ãäå ñèìâîë ≍ îáîçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü (ò.å îòíîøåíèå ïðàâîé è ëåâîé
÷àñòåé îãðàíè÷åíî ñ îáåèõ ñòîðîí êîíñòàíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò v(x)).
Èñïîëüçóÿ ýòè óòâåðæäåíèÿ, äîêàæåì îöåíêó (6) äëÿ s = n/(n − α).
Ïîëîæèì α = [α] + η, ãäå [α] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü α è 0 ≤ η < 1.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî η > 0 (äëÿ η = 0 äîêàçàòåëüñòâî ïðîùå è ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè îáû÷íîé îðìóëû Ëåéáíèöà). Õîðîøî èçâåñòíî
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (ñì., íàïðèìåð, [8℄):
‖ϕψ‖α,s ≍
∑
|ℓ|≤[α]
‖Dℓ(ϕψ)‖η,s.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ C, ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé (â
äàëüíåéøåì â îöåíêàõ ìû îïóñêàåì êîíñòàíòû)
∑
|j|+|m|≤[α]
(
‖Dη1,2(D
jϕDmψ)‖0,s + ‖D
jϕDmψ‖0,s
)
.
Ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü îöåíåíî ñâåðõó, ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ B,
ñëåäóþùåé âåëè÷èíîé (ìû áóäåì îöåíèâàòü òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå, âòîðîå
8
îöåíèâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå):
∑
|j|+|m|≤[α]
(
‖DmψDη1,2(D
jϕ)‖0,s + ‖D
jϕDη1,2(D
mψ)‖0,s
+ ‖(Dη1ρ1,q1D
jϕ)(Dη2ρ2,q2D
mψ)‖0,s
)
. (7)
Òåïåðü âûáåðåì ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ÷èñëà η1,2, ρ1,2, q1,2. Ïîëîæèì
0 < η1 < max
{
η,
n
p
− α
}
, η2 = η − η1, (8)
ρ1 =
p(n− α)
n+ p(|j|+ η1 − α)
, ρ2 =
p(n− α)
pn− n− p(|j|+ η1)
, (9)
q1 = 2ρ1, q2 = 2ρ2. (10)
Òàê êàê |j|+ η1 < α, òî ρ1, ρ2 > 1 è 1/ρ1 + 1/ρ2 = 1.
Îöåíèì òðåòüå ñëàãàåìîå â (7) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ¸ëüäåðà
âåëè÷èíîé (
‖Dη1ρ1,2ρ1D
jϕ‖0,ρ1s
)(
‖Dη2ρ2,2ρ2D
mψ‖0,ρ2s
)
.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ A, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíîé
‖Djϕ‖η1,ρ1s‖D
mψ‖η2,ρ2s, (11)
åñëè òîëüêî âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ρ1s > 1, ρ1s >
nρ1
n + η1ρ1
, ρ2s > 1, ρ2s >
nρ2
n+ η2ρ2
,
ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðûõ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî s > 1 è ρ1,2 > 1.
Äàëåå, âûðàæåíèå (11) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
‖ϕ‖|j|+η1,ρ1s‖ψ‖|m|+η2,ρ2s ≤ C‖ϕ‖α,p‖ψ‖α,p′.
Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà è íåðàâåíñòâ
|j|+ η1 −
n
ρ1s
≤ α−
n
p
, |m|+ η2 −
n
ρ2s
≤ α−
n
p′
.
Ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò èç (9) è óñëîâèÿ |j| + η1 < α, à âòîðîå 
èç (9) è óñëîâèÿ |m|+ η2 < α.
Îöåíêè ïåðâîãî è âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (7) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òàêèì
æå îáðàçîì, åñëè ïîëîæèòü η1 = η, η2 = 0 äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî è η1 = 0,
η2 = η äëÿ âòîðîãî. Òåîðåìà äîêàçàíà. 
Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 8 Ïóñòü m > n/pˆ. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð
Lu(x) = [(−∆)m + q(x)]u(x)
áûë îãðàíè÷åí êàê îïåðàòîð èç Hmp â H
−m
p , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
q ∈ H−mpˆ,unif .
Ïðè m ≤ n/pˆ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà L èç Hmp â
H−mp ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
q ∈ H−mr,unif , r > n/m.
Åñëè m < n/pˆ è p > 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü r = n/m.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð (−∆)m îãðàíè÷åí èç Hmp â H
−m
p .
Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà q èçHmp âH
−m
p ñëåäóåò èç òåîðåì 5-
7. 
Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (n = 1), à òàêæå m = 1, àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò îá îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà L, íî â äðóãîé îðìå, ïîëó÷åí â
íåäàâíåé ðàáîòå Â. . Ìàçüè è È. Å. Âåðáèöêîãî [9℄.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû áûëè èçëîæåíû â äèññåðòàöèè
Ì. È. Íåéìàíçàäå [10℄.
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